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Resumen:   
 los algoritmos cuánticos más elementales usando formalismos puramente matemáticos 

alabras clave: computadoras cuánticas, algoritmos cuánticos, codificación superdensa, algoritmo de 

. Introducción 

na de las aportaciones de la computación cuántica [1] a la teoría de la computación es que 

En consecuencia la computación clásica, que se diseña siguiendo las leyes de la mecánica 

ue 

______________________________________________________ 
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Se describen
 
 
P
Deutsch-Jozsa, algoritmia.  
 
 
1
 
U
el ``como"  hacer cálculos depende de la teoría matemática usada. Debido a que las 
computadoras cuánticas hacen uso de partículas elementales, la física que las gobierna es la 
mecánica cuántica. Que las leyes de la mecánica cuántica son muy diferentes a las leyes de 
la mecánica clásica es un lugar común. Una de las diferencias más notables es el carácter 
probabilístico de la mecánica cuántica. 
 
  
clásica,  es muy diferente a la computación cuántica. Se cree, aunque hasta la fecha aún no 
ha sido probado, que la computación cuántica es intrínsecamente más eficiente que su 
contraparte clásica. En parte la intención del presente trabajo es explicar la evidencia q
apoya ésta afirmación. 
___________________
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2. Formalismo matemático 

a computación clásica hace uso extensivo de funciones sobre conjuntos. Los datos de 

imientos s

putación cuántica usa matrices como forma de transformar la información de 

.1 Estados.  El bloque de  información fundamental en la computación cuántica es el 

nociencia et Mol

 

 
L
entrada se transforman en los de salida mediante funciones.  Por ejemplo, de la función que 
copia fielmente datos: ),( xxx →  llamada morfismo diagonal ó ``fan-out''; así como 
también de la función dual, la que borra datos xyx →),(  llamada morfismo proyección ó 
``fan-in'' Sin embargo, ninguno de éstos proced on posibles en una computadora 
cuántica, debido a que sus procesos son de un carácter más restringido que los de una 
computadora clásica, pero a la vez son más ricos en estructura. Un uso inteligente de tal 
estructura ha permitido diseñar algunos algoritmos exponencialmente más eficientes que su 
contraparte clásica, como veremos en lo que sigue.    
 
 La com
entrada, que es un vector, en otro vector. El conocimiento de álgebra lineal es esencial para 
entender los procesos cuánticos. 
 
 2
qubit. En la práctica se usan los qubits denotados 0  y 1 . Más que preocuparnos por 

explicar lo que son, trataremos de explicar sus propiedades. Sólo diremos que 0 ,  1  

forman una base ortonormal de un espacio vectorial complejo denotado . Luego si 2C
−−  denota el producto interno de te 2C tenemos que, abusando de la notación 

 = βαsi,1


 ≠

=
βα

βα
si,0

 

donde βα  denota el producto interno de α  con β . Debemos decir que también se 

o en la computación clásica se pueden formar cadenas de bits (que pueden formar 

considera como qubit a cualquier vector en  con norma 1. 
 
 Así com
bytes, por ejemplo), en la computación cuántica se pueden formar cadenas de qubits para 
describir el estado de la computadora, pero entre ellos hay que poner el símbolo ⊗  de 
producto tensorial. Por ejemplo 0110 ⊗⊗⊗  es un estado. Para abreviar, denotamos 

con n…1 αα  al estado nα⊗1α ⊗ iedad que distingue al tensor ⊗  es la de 
ser b

 

. La prop
ilineal: 

11100100)10()10( 221221112121 χζχζχζχζχχζζ +++=+⊗+  
 

para cualesquiera  números com lejos. 

________________________________________________________________________ 

2121 ,,, χχζζ
 

p

 
 
_
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Otra propiedad de los productos tensoriales es que preservan el concepto de base de un 
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espacio vectorial, esto es, productos tensoriales de bases es de nuevo una base. En 
particular, los productos 
 

niin ,,1},1,0{,1 …=∈ααα  
 

forman una base ortonormal de , que es un espacio vectorial complejo de dimensión  2C n2 ,
con respecto al producto interno 
 

nnnn βαβαββαα …… 1111 =  
 

al base se llama base del cálculo. 

. Evolución  

a clase de instrucciones que permiten cambiar el estado de una computadora cuántica son 

U U*=

donde U* es la matriz transpuesta conjugada de U y Id_n es la matriz identidad de orden 

 
 

(ver [1]). Tales matrices se llaman de medición. Nótese que la condición de completitud 

i tenemos la computadora cuántica en estado 

T
 
 3
 
L
la formada por la matrices unitarias complejas así como las matrices de proyección ó más 
generalmente, matrices que satisfacen la condición de completitud. Específicamente, una 
matriz $U$ de orden $n\times n$ se llama unitaria si satisface 
 

nId  
 

$n\times n$. Mientras que una colección finita M_1,...,M_k de matrices de orden $n\times 
n$ se dice que satisfacen la condición de completitud si se cumple 
 

nkk IdMMMM =++ **11 …

contiene como caso particular, cuando k=1, a la condición unitaria. 
 
S ϕ , y U matriz unitaria, entonces podemos 

cambiar (evolucionar) la máquina al estado ψ e se obtiene al aplicar la matriz U a  qu ϕ : 

ϕψ U= . La forma en que actúan las mat es de medición MM ,,…  sobre un estado 

l. Si  

ric k1

es más suti ϕ  es el estado de la máquina antes de la med pués es el estado 
llamado colapsad

ición, des
o 

ψψ

ψ
ψ

Ii

i

MM

M
=  

 
 
________________________________________________________________________ _
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para algún  No podemos de antem  va a ser 
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ki ≤≤1 . iM

aplicado. Lo que se puede decir es una probabilidad p de obtener el estado colapsado: 
 

ano con toda certeza saber que 

ϕϕ MMp = . 
 

La teoría de la algoritmia [2] nos enseña que la eficiencia de un algoritmo se mide en 

anera análoga, en computación cuántica, la construcción de algoritmos se hace a 

 si ,  son matrices de medición entonces también lo son 

 

términos de las llamadas operaciones elementales. Tales operaciones son, en computación 
clásica, las comparaciones, las sumas, los productos, etc. Pero todas ellas se consideran 
elementales cuando actúan sobre un número finito y fijo de bits. Es en base a estas 
operaciones elementales que se construyen y se estudian algoritmos más complicados. 
 
 De m
partir de ciertas matrices unitarias que actúan sobre un número pequeño de qubits: uno, dos 
o tres [3]. La forma de construir matrices (compuertas) más complicadas es usando 
productos 
tensoriales:  }{ kAA ,,1 … }{ sBB ,,1 …

 Tales actú,BA ⊗  i=1,…,k, j=1,…,s. an sobre vectores de la siguiente forma ji

221 ))(( ϕϕϕϕ BABA ⊗=⊗⊗ . 
 

 
l proceso (cerrado) de cálculo en una computadora cuántica es 

Preparación Evolución Medición 

Preparación se refiere a colocar el sistema en un estado fijo, usualmente en 

 E
 

 
00…=ϕ . 

al estado d

. Ejemplos   

.1 Generación de números aleatorios. La instrucción más usada en los algoritmos 

amada compuerta de Hadamard. Tal actúa sobre  de la forma siguiente 

Evolución significa aplicar secuencialmente  diferentes matrices unitarias e 
preparación. Mientras que medir es considerar los posibles resultados con convenientes 
matrices de medición y aplicarlas al estado final de la evolución. 
 
3
 
3
cuánticos es 
la matriz H ll 2C

1 α 1)1(0
2

α −+=H  

Sean  transformaciones lineales tales que con respecto a la base 22
21 :, CCPP → 1,0  

tienen
 

 matrices 

________________________________________________________________________ 
 
_
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y considérese el siguiente algoritmo cuántico 

RAN(n) 
ión:
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=








=

10
00

,
00
01

21 PP  

 
q
1 Preparac  0=ϕ

ψ

 

2 Evolución: ϕH=   

3 Medición: ψα },{ 21 PP=   

onde  ó . Nótese que la probabilidad de obtener 
 
d  0=α 1=α 0  es 
 

00 11 PPp = . 
 

De forma similar, la probabilidad de obtener 
cuántico qRAND genera los números 0,1 al azar. Generar números realmente aleatorios en 
una computadora clásica es una tarea imposible. 
 

1  es también 1/2. Por lo tanto, el algoritmo 

.1 Codificación superdensa.  Como un ejemplo realmente notable es que la computación 
 
3
cuántica permite la transmisión de dos bits clásicos usando un sólo un estado de un qubit y 
con una sóla evolución.  La transmisión de información requiere de cierto protocolo 
convenido entre las partes. Por ejemplo, el más conocido es el protocolo TCP/IP. Para el 
protocolo de codificación superdensa se suponen dos partes que se quieren comunicar entre 
sí: Alicia y Beto. A le quiere enviar dos bits a B, pero sólo tiene acceso al envio por una 
sóla vez. Se supone además que ambos pueden ver el estado inicial 

112/1002/1 +=ϕ y  que A sólo tiene acceso al estado del primer qubit; B si tiene 
acceso a ambos.: 

11
2

100
2

1
AA

+=ϕ . 

Como A sólo tiene acceso al estado del primer qubit sólo puede modificar a ϕ  usando 

instrucciones de la forma , donde  unitaria. Sean 

 

 
representaciones matriciales, con respecto a la base 

IdU ⊗ 22 →
 

: CCU









−

=







−

−
=








=

10
01

,
0

0
,

01
10

Z
i

i
YX

1,0  de operadores sobre  (tales se 

_______________ 

2C
llamanmatrices de Pauli). Luego el protocolo está en la siguiente tabla 
__________________________________________________________
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Significado Envio 

u
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00 
11

2
1

00
2

)( +=⊗ ψIdId  
1

11
2

100
2

1)( −=⊗ ψIdZ  

01
2

1
10

2
1

)( +=⊗ ϕIdX  

01
2

101
2

1)( −=⊗ IdiY  

01 

10 

11 

 
Lo que significa es que si A quiere enviar 00 le aplica al estado que comparte con B la 
instrucción )( IdId ⊗  (i.e, no le hace nada), si 01 entonces aplica )( IdZ ⊗ , etc. Una vez 
que B recib saje aplica la instrucción CNOTIdH )( ⊗  do 44: CCOT →  
está definida por 
 

e el men nde CN





=⊗
=⊗

=⊗
.1,
,0,

αβα
αβα

βα
siX
si

CNOT  

 
Después del procesamiento se obtiene la siguiente tabla 

Significado Envio 
 

00 00  
01 01  
10 10  
11 11  

 
nseguida B usa las matrices de medición . Obteniendo uno de los 

. Paralelismo cuántico 

o todo estudiante de lógica clásica elemental sabe, el cálculo de tablas de verdad es un 

_________________________________________________________ 

e ba PP ⊗ , 2,1, =ba
vectores de la base de cálculo con probabilidad 1. De donde, con toda certeza, B puede 
deducir el mensaje 
de Alicia. 
 
4
 
 Com
asunto fácil pero engorroso. Si una fórmula booleana tiene n variables, su tabla de verdad 
tiene n2  renglones, es decir, hay que valuar la fórmula booleana n2  veces. Aún si se utiliza 
un co putador clásico, tendríamos que esperar mucho tiempo (proporcional a n2 ) para 
obtener respuesta. 
________________

m
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 Resulta que una computadora cuántica puede hacer cálculos de forma más eficiente que 

ula booleana se llama balanceada si produce el mismo número de ceros que de 

os que de antemano sabemos que una fórmula booleana  de n 

ritmo c

nociencia et Mol

 

una clásica para determinar cierta clase de fórmulas booleanas: las funciones boolenas 
constantes o las balanceadas.  
 
 Una fórm
unos. 
 
 
 Supongam ),( 1 nxxff …=
variables es una de dos: balanceada o constante. Nuestro objetivo es construir algoritmos 
que puedan distinguir una opción de la otra. En un computador clásico, el resolver tal 
problema requiere al menos calcular 12 1 +−n  renglones de la tabla de verdad de f, es decir, 
tenemos que hacer 12 1 +−n  llamadas a la función f. Sorprendentemente, Deutsch y Josza [4] 
encontraron un algo uántico que sólo necesita hacer dos llamadas a f. El truco es usar 
la compuerta de Hadamard actuando en paralelo, de la forma siguiente: 
 

∑ −

=
•⊗ −=

º2

02/ )1(
2

1 n

y
yx

n
n yxH                                  (1) 

 
donde yx ,  son elementos de la base del cálculo, x,y números escritos en binario y 

ebido a que las transformaciones de los estados tienen que ser matrices unitarias, la 

yx •  
on nes el producto escalar bit a bit. Notemos que  el lado izquierdo de (1) se produce c  

recursos, y del lado derecho aparecen n2  recursos (sumandos). Esto es gracias a la 
bilinealidad del producto tensorial y al hecho de que nH ⊗   está actuando en paralelo sobre 
cada qubit de la base del cálculo. Notemos, además que cada sumando  individual del lado 
derecho de (1) se obtiene con una probabilidad de n2/1 . 
  
 D
función f no puede implantarse directamente, sino como una transformación lineal. Tal 
transformación es 
 

)(,: 22 xfyxyxCCU f ⊕⊗→  
 

donde  es la de dos bits complemento a 2, o lo que es lo mismo, XOR el o exclusivo. ⊕
Obsérvese que 
 

yxxfxfyxyxUU ff ⊗=⊕⊕⊗=⊗ )()(                               (2) 
 

es decir . 

o de Deustch-Jozsa. Tal acepta sólo funciones que son 

_____________________________________________________________ 

IdU =2

 
 El siguiente es el algortim
constantes ó balanceadas, y lo que hace es decir si la función de entrada fué balanceada ó 
fué constante. 
____________
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DeuJoz(f,n) 

 1 Preparación: 
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…
1

000
+

=
n

ψ  

 2 Evolución: 
 3 ψ (H n= ⊗ ψ)1 Id⊗  

12 ψψ fU=   4 

23 )( ψψ ZId ⊗=   5 

34 ψψ fU=   6 

45 )( ψψ IdH n ⊗= ⊗   7 

516 }2,1,;2,1,,{
1

ψψ === nii iiPP
n

…… 8 Medición:  

  9   if  0006 …=ψ  then return constante 
bal  10     else return anceada 

      
 

 Debido a la ecuación (1) se tiene que ∑ −

=
=

12

0
2/

1 02/1
n

i
n iψ . Por la linealidad de , se 

obtiene 

fU

∑=
=

0
2/

2 )(2/1
i

n ifiψ −12n

 mientras que la definición de la matriz Z

asegura que 

 de Pauli 

∑ −

=
−=

12

0
)(2/

3 )()1(2/1
n

i
ifn ifiψ . La definición de  o bien, la ecuación 

(2), asegura que 

fU

∑ −

=
−=

12

0
)(2/

4 0)1(2/1
n

i
ifn iψ

− −12 12n n

. El estado final es 

∑∑∑∑
= =

•+
−

=

−

=

•+ −=−=
0 0

)(
12

0

12

0

)(
5 0)1(0)1(

2
1 n n

j i

jiif

i j

jiif
n jjψ  

 
odemos escribir P

∑∑∑
−

=

−

=

•+
−

=

−+−=
12

1

12

1

)(
12

0

)(
5 0)1(

2
1000)1(

2
1 n nn

j i

jiif
n

i

if
n j…ψ                 (3) 

 
Si f es balanceada entonces el coeficiente de primer sumando del lado derecho de (3) es l 
cero. Por lo que, después de la medición, que aparezcan estados diferentes de 000…  es 
un evento con probabilidad 1. Mientras que si f es constante, entonces el coeficiente de 

000…  de la misma ecuación (3) es 1. Es decir, la probabilidad de que aparezca 000…  

r lo tanto, podemos decir que la medición del estado es 1. Po 000  indica que la función 
es constante, y si éste estado no aparece podemos decir, con toda seguridad, que la función 
es balanceada. 
 

…

 
_________________________________________________________________________ 
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Nótese que  se hacen dos llamadas a la función f en las lineas 4 y 6 de DeuJoz. Se puede 

ibliografía 

] M. A.  Nielsen y I. L.  Chuang, Quantum Computation and Quantum Information, 

rentice Hall, Nueva Jersey, 

, Introduction to quantum complexity theory, arXiv:quant-ph/9906111.  
 Proc. 

tum Computing Algorithms}, PCS    

________________________________________________________________________ 
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modificar ligeramente tal algoritmo para hacer sólo una llamada a $f$ (tal modificación se 
debe a R. Cleve, A. Ekert, C. Macchiavello y M. Mosca, ver [5, p. 44]).  
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