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Resumen   Se examina el algoritmo de Grover desde el punto de vista de la teoría de grupos. 
 
Palabras clave Computación cuántica, algoritmo de Grover, órbitas de grupos, G -conjuntos, 
representaciones de grupos. 
 
  
1. Introducción 
 
La búsqueda de varios artículos en una base de datos no estructurada se puede efectuar en una 
computadora cuántica con el llamado  algoritmo de Grover [1]. Tal algoritmo ofrece una mejora 
cuadrática en comparación con los algoritmos de búsqueda clásicos.  
 
El análisis usual del algoritmo de Grover se hace basado en un hecho bien conocido de la geometría 
plana elemental: el producto de dos reflexiones es una rotación.  Sin embargo, en el presente 
trabajo, mostramos que el algoritmo de Grover admite un análisis puramente algebraico que usa la 
teoría de grupos estándar [2]. Desde éste punto de vista, la compuerta cuántica llamada matriz de 
difusión, toma la forma de la proyección canónica por promedio, que es una de las herramientas 
más comunes y particularmente útil en el estudio de la teoría de representaciones de grupos finitos.  
Por lo tanto, se revela que el algoritmo de Grover está construido alrededor de un proyector 
particular. Tal observación  podría ser útil para el diseño de nuevos algoritmos cuánticos de 
búsqueda. 
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  2. Planteamiento del problema 
 
De aquí en adelante supondremos que el lector está familiarizado con las nociones 
elementales de la computación cuántica [2] y de la teoría de grupos [3]. 
 
 El problema que nos proponemos resolver es el siguiente: 
 
 
 
 Dados: un grupo G , un subgrupo H , un G -conjunto X  donde H  actúa por restricción. 
 
Compromiso:  existen exactamente t  elementos en la órbita, relativa al subgrupo H , de un 
elemento 0k  en X  que podemos distinguir. 
Problema: encontrar un elemento de la órbita de 0k  relativa a H . 
 
 3. Superposiciones y el teorema órbita-estabilizador 
 
La base teórica de la solución del problema es lo que se conoce, en teoría de grupos, como el 
teorema órbita-estabilizador, que enseguida enunciamos usando la notación ket para denotar a los 
elementos de X . Además, en general, denotamos con B a la cardinalidad del conjunto B .   
 
Teorema 1 Sea Xj ∈ , { }jjhHhH j =∈=  el estabilizador de j  y Hj  la órbita de del 

mismo j  bajo H . Entonces 

j

H

H
H

j =  . 

 
  
Se puede mostrar entonces, la siguiente igualdad en XC  (espacio vectorial complejo con base X ) 
que 

H
j

Hh

jHjh =∑
∈

 

donde ∑ ∈
= Hjx

H xj . En consecuencia, 

G

j

j

Gg

H j
H

GH
jg =∑

∈

  .     (2) 
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Nótese que en vista de que queremos encontrar la órbita de un elemento, es natural que  aparezca la 
transformación ∑ ∈Hh

h . Sin embargo ésta no es unitaria, peor aún, no es, en general invertible. Tal 

problema puede superarse si recordamos la serie geométrica ∑∞

=
=−

0
)1/(1

n
nzz , es decir, salvo 

algún radio de convergencia, los elementos z−1  son invertibles.  Usamos tal idea para z el 
promedio de los elementos de H : GgP

Gg
/∑ ∈

= . De que PP =2  se sigue que, para Cc∈ (C  

el campo complejo), 
cPId −  es unitaria ⇔ 11 =− c  

donde Id  es la transformación identidad. 
 
Gracias a la ecuación (2) es posible encontrar un subespacio invariante bajo cPId − . Definimos  el 
subespacio j

H
j CjCW ∆+= , donde HG

j jj −=∆ . Cálculos directos muestran que 

 
 
 
 
 
Teorema 2 Para Cc∈  definimos cPIdcD −=)( .  Si GH jj ≠  entonces el siguiente 

diagrama conmuta 
 

22

)(

CC
TT

WW

M

j
cD

j

→
↓↓

→
 

  
donde 0→THj , 1→∆ T

j , 









+−

−
=

1)1(
1

qccq
ccq

M  

y GH jjq /= . Además, si GH jj =  entonces 
jWcD )(  es una homotecia (múltiplo de Id ). 

 
 
 
La forma de marcar (reconocer) los elementos buscados es con la matriz unitaria θ

0kU  definida por  





 ∈

=
casootroj
kjsije

jU
Hi

k ,
, 0

0

θ
θ  
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Ésta matriz es un ejemplo de lo que se conoce como oráculo (cuántico). El análisis que haremos del 
algoritmo que presentamos se hará en base al número de llamadas que se haga a tal oráculo. 
 
También el siguiente diagrama conmuta 

22

222

)1(

''
'

0
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TT
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TTT
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R
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j
eD

j
U

j

i
k
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↓↓↓

 →→

−

− θθ

 

donde  
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i
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
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
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−
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
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−−−−
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−

θθθ

θθθ

iii

iii

eqeqqe
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R
)1(1)1(

1)1()1(
 . 

 
Es realmente notable que  R  resulte una matriz en )2(SU  el grupo lineal especial de matrices 

22× y que en particular  cuando se pone πθ = , la matriz R  sea una matriz de rotación. Aún más, 
si se restringen coeficientes al campo real R se obtiene que el siguiente diagrama conmuta: 
 

CCCW
eU

CCCW
D

iTTj

i
k

iTT
j

→→→
−↓↓

→→→

∗

∗−

'

'

0
)2( απ               (3) 

 
donde αieR = ,  =α arccos )21( q− y además CC i→ , CC i→− , CC

ie→− α

 son las 
multiplicaciones por i , i− , αie−  respectivamente; mientras que CC →∗  es la conjugación 
compleja. 
   
4. El algoritmo 
 
Que al diagrama anterior conmute significa que la transformación unitaria π

0
)2( kUD  es, salvo un 

cambio de base una rotación. Ahora la idea es rotar varias veces hasta obtener probabilidad máxima 
en el estado  que marca a los elementos buscados. Tal número de rotaciones resulta ser 
=r round ( )2/1)2/( −απ , como explicaremos más abajo. 
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El siguiente es el algoritmo que resuelve el problema planteado, cuando la cardinalidad de X es una 
potencia de 2: nX 2= . Denotamos con H  la matriz de Hadamard de orden 22× . 
 
 
  qSearch ),( HG  
1. 000 K=ξ  

2. 01 ξξ nH ⊗=   
3. for 1=i  to r  
4.     11 0

ξξ π
kU=   

5.     11 )2( ξξ D=  

6. =1ξ measurement 1ξ  

7. if  02 k≠ξ  then repetir la secuencia anterior 

8.     else return 0k  
 
donde la medición se hace con respecto a la base del cálculo. 
 
 
5. Análisis del algoritmo 
 
El análisis de tal algoritmo es el siguiente. Supóngase que G

l
G ii ,,1 K corresponden a las diferentes 

órbitas en X . Entonces la primera evolución en la línea 2 del algoritmo qSearch  es 
 

( )l
H

l
H ii

N
∆+++∆+= L111

1ξ  . 

 
Debido a que el diagrama (3) conmuta se obtiene que 

( ) ( )
000 )1(

)2/1cos()1()2/1sin()1()2( 00 k
rHr

k
Hr

k qN
rk

Nq
rkUD ∆

−
+

−+
+

−=∆+
ααπ  . 

Después del ciclo for se obtiene que 2/)2/1( πα ≈+r , por lo que el coeficiente (amplitud) de 
Hk0  es máximo. Es entonces que la probabilidad de obtener Hk0  en la línea 9 de qSearch es 

)/(0 Nqk H . Por lo que tenemos que la repetición de la secuencia se hace, en promedio, 

HkNq 0/ -veces. 
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Resulta entonces que el número de veces que se consulta al oráculo π

0kU es 

))/((/ 000
HHH kkNOkNqr ∈ .  

 
Se puede mostrar que para NSG =  el grupo simétrico de orden !N  y ρ=H  el subgrupo 

generado por un ciclo ρ  de orden t , qSearch ( )ρ,NS  es el famoso algoritmo de Grover para la 

búsqueda de t elementos de entre nN 2= .   
 
6. Sobre generalizaciones 
 
Se ha mostrado que el elemento central en el algoritmo de Grover es la proyección por promedio 
que hemos llamado P . Tal proyección es un caso particular de las  proyecciones canónicas en las 
llamadas representaciones irreducibles de un grupo G  . Éstas están definidas como 

gg
G

e
P

Gg
k

k
k ∑

∈

∗= )(
)(

χ
χ

 

 
para cada kχ  carácter irreducible de G  (ver [4]). Nuestra P  se obtiene del carácter trivial 

1)(0 ≡gχ . La utilidad de los caracteres no triviales en el diseño de nuevos algoritmos de búsqueda 
es un asunto pendiente pero prometedor. 
 

Por otra parte, que la base de datos X  tenga tantos elementos como una potencia de 2 no es 
esencial. El uso de sistemas híbridos [5], con obvias modificaciones, nos permite usar el algoritmo 
qSearch sobre bases de datos con un número arbitrario de elementos. 
   
 
7. Conclusiones 
 
Una fuente de transformaciones unitarias es el conjunto de transformaciones idempotentes. Un 
ejemplo es la proyección por promedio que resulta del carácter trivial de un grupo. Tal proyección 
por promedio da lugar al famoso algoritmo de Grover. 
 
En vista de que las representaciones irreducible de un grupo tienen asociadas proyecciones, nuestro 
punto de vista  podría ser útil para el diseño de nuevos algoritmos de búsqueda que usen el conjunto 
de caracteres irreducible de un grupo. 
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