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Resumen Se examina el algoritmo de Grover desde el punto de vista de la teoria de grupos.

Palabras clave Computacion cuantica, algoritmo de Grover, Orbitas de grupos, G -conjuntos,
representaciones de grupos.

1. Introduccion

La busqueda de varios articulos en una base de datos no estructurada se puede efectuar en una
computadora cuantica con el llamado algoritmo de Grover [1]. Tal algoritmo ofrece una mejora
cuadratica en comparacion con los algoritmos de biisqueda clasicos.

El analisis usual del algoritmo de Grover se hace basado en un hecho bien conocido de la geometria
plana elemental: el producto de dos reflexiones es una rotacion. Sin embargo, en el presente
trabajo, mostramos que el algoritmo de Grover admite un analisis puramente algebraico que usa la
teoria de grupos estandar [2]. Desde éste punto de vista, la compuerta cuantica llamada matriz de
difusion, toma la forma de la proyeccion canoénica por promedio, que es una de las herramientas
mas comunes y particularmente util en el estudio de la teoria de representaciones de grupos finitos.
Por lo tanto, se revela que el algoritmo de Grover esta construido alrededor de un proyector
particular. Tal observacion podria ser util para el disefio de nuevos algoritmos cudnticos de
busqueda.
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2. Planteamiento del problema

De aqui en adelante supondremos que el lector estd familiarizado con las nociones
elementales de la computacion cuantica [2] y de la teoria de grupos [3].

El problema que nos proponemos resolver es el siguiente:

Dados: un grupo G, un subgrupo H ,un G -conjunto X donde H actia por restriccion.

Compromiso: existen exactamente ¢ elementos en la Orbita, relativa al subgrupo H, de un
elemento k, en X que podemos distinguir.

Problema: encontrar un elemento de la orbita de k0 relativaa H .

3. Superposiciones y el teorema orbita-estabilizador

La base tedrica de la solucion del problema es lo que se conoce, en teoria de grupos, como el
teorema oOrbita-estabilizador, que enseguida enunciamos usando la notacion ket para denotar a los

elementos de X . Ademas, en general, denotamos con ‘B‘ a la cardinalidad del conjunto B .

Teorema 1 Sea | j)e X, H, ={h e H| h j)=|])} el estabilizador de |j) y j* la orbita de del

mismo ‘ j> bajo H . Entonces

H‘_

J

Se puede mostrar entonces, la siguiente igualdad en C* (espacio vectorial complejo con base X )

que
> hj)y=|H,) ")
heH

H .
donde ‘ J > = zxejﬁ ‘ x> . En consecuencia,

o H|G
H\ _
g;gj )= m

2 )

J
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Notese que en vista de que queremos encontrar la o6rbita de un elemento, es natural que aparezca la

transformacion z et h . Sin embargo ésta no es unitaria, peor ain, no es, en general invertible. Tal
. . y, . 0 .

problema puede superarse si recordamos la serie geométrica 1/(1—-z) = zn_ozn , es decir, salvo

algin radio de convergencia, los elementos 1—z son invertibles. Usamos tal idea para zel
promedio de los elementos de H: P = zgecg /‘G‘ .De que P* =P se sigue que, para ¢ € C (C

el campo complejo),
Id — cP es unitaria < ‘1 — c‘ =1

donde Id es la transformacion identidad.

Gracias a la ecuacion (2) es posible encontrar un subespacio invariante bajo Id — cP . Definimos el
subespacio W, = C‘ jH> + C‘ Aj>, donde ‘Aj> = ‘jG>— ‘ jH>. Calculos directos muestran que

Teorema 2 Para ¢ € C definimos D(c¢) = Id —cP. Si ‘ j H> # ‘ Jj G> entonces el siguiente

diagrama conmuta

D(c)
WJ. — WJ
Tl T
c: — C?

donde ‘jH>—T>‘ 0>,

A, )=o),

l—cq c
M =
cq c(g-1)+1

yq= ‘jH‘ /‘jG‘ . Ademas, si ‘jH> = ‘jG> entonces D(c)‘ w, ©suna homotecia (multiplo de /d ).

. . . 17 .
La forma de marcar (reconocer) los elementos buscados es con la matriz unitaria U x, definida por

/=1

i0

0 ]>> si jEkoH

Uy,

‘ J >, otro  caso
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Esta matriz es un ejemplo de lo que se conoce como oraculo (cuantico). El analisis que haremos del
algoritmo que presentamos se hara en base al numero de llamadas que se haga a tal oraculo.

También el siguiente diagrama conmuta

oo s _bue o
J J J
T Tl T
C2 T) C2 T) C2
7'i T
C2 —R C2
donde
i0
0 N 0
Mm=|° r=| N=2"=|x
0 1 0 -/N(-gq)
y

:( (e =g —e” (1—e-”)«/1—qﬁ}
(" =1gl-g (" ~Dg-e

Es realmente notable que R resulte una matriz en SU(2) el grupo lineal especial de matrices

2 x 2y que en particular cuando se pone @ = 7, la matriz R sea una matriz de rotacién. Alin mas,
si se restringen coeficientes al campo real R se obtiene que el siguiente diagrama conmuta:

W, 75 ¢c — ¢ = C
DU, " J—e 3)
W, - C — C — C
donde R=e", o =arccos(l-2q)y ademis C——C,C—>C, C—"5C son las

multiplicaciones por i, —i, —e'® respectivamente; mientras que C———>C es la conjugacion

compleja.
4. El algoritmo

. . . . ., . . V4
Que al diagrama anterior conmute significa que la transformacion unitaria D(2)U k, ©S,salvoun

cambio de base una rotacion. Ahora la idea es rotar varias veces hasta obtener probabilidad maxima
en el estado que marca a los elementos buscados. Tal numero de rotaciones resulta ser

7 =round (72' /Qa)—-1/ 2) , como explicaremos mas abajo.
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El siguiente es el algoritmo que resuelve el problema planteado, cuando la cardinalidad de X es una
potencia de 2: ‘X ‘ =2". Denotamos con H la matriz de Hadamard de orden 2x 2 .

qSearch (G, H)
1&)=10...0)
. ‘§1>:H®n §0>

fori=1tor
‘§1>=Uk0” §1>
&)=D(2)¢)

. ‘§1> =measurement ‘§1>

—_—

- if ‘§2> # ‘k0> then repetir la secuencia anterior

else return ‘k0>

donde la medicion se hace con respecto a la base del calculo.

5. Analisis del algoritmo

El analisis de tal algoritmo es el siguiente. Supdngase que iIG ,...,ilG corresponden a las diferentes

oOrbitas en X . Entonces la primera evolucion en la linea 2 del algoritmo qSearch es

g»;&( A i) A) ).

Debido a que el diagrama (3) conmuta se obtiene que
sin(r +1/2)a cos(r +1/2)x
= EEIAL )

(D(z)UkO”)’Qko” + A, ): () T T+ (<)
a2

Después del ciclo for se obtiene que (r+1/2)a = /2, por lo que el coeficiente (amplitud) de
‘ k0H> es maximo. Es entonces que la probabilidad de obtener ‘ k0H> en la linea 9 de qSearch es

‘k0H>/(Nq). Por lo que tenemos que la repeticion de la secuencia se hace, en promedio,

-VECEes.

ol
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Resulta entonces que el numero de veces que se consulta al oridculo U ko”es
qu/\k0 eO(N/(/ / ))

Se puede mostrar que para G =S, el grupo simétrico de orden N! y H = <p> el subgrupo
generado por un ciclo p de orden ¢, qSearch (S N ,< p>) es el famoso algoritmo de Grover para la

busqueda de 7 elementos de entre N =2".
6. Sobre generalizaciones

Se ha mostrado que el elemento central en el algoritmo de Grover es la proyeccion por promedio
que hemos llamado P . Tal proyeccion es un caso particular de las proyecciones candnicas en las
llamadas representaciones irreducibles de un grupo G . Estas estan definidas como

Zk(e) *
P = X (8) g
G %

para cada y, caracter irreducible de G (ver [4]). Nuestra P se obtiene del caracter trivial

Zo(g) =1. La utilidad de los caracteres no triviales en el disefio de nuevos algoritmos de busqueda

es un asunto pendiente pero prometedor.

Por otra parte, que la base de datos X tenga tantos elementos como una potencia de 2 no es
esencial. El uso de sistemas hibridos [5], con obvias modificaciones, nos permite usar el algoritmo
gSearch sobre bases de datos con un numero arbitrario de elementos.

7. Conclusiones

Una fuente de transformaciones unitarias es el conjunto de transformaciones idempotentes. Un
ejemplo es la proyeccion por promedio que resulta del caracter trivial de un grupo. Tal proyeccion
por promedio da lugar al famoso algoritmo de Grover.

En vista de que las representaciones irreducible de un grupo tienen asociadas proyecciones, nuestro
punto de vista podria ser util para el disefio de nuevos algoritmos de busqueda que usen el conjunto
de caracteres irreducible de un grupo.
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